Continuité

Obijectifs :

— Savoir-faire 1 : Justifier I'existence d'une unique solution d’'une équation de type f(x) =
k.

— Savoir-faire 2 : Déterminer la valeur approchée d'une solution d'une équation de type
fx) =k

— Savoir-faire 3 : Déterminer le nombre de solution d’'une équation de type f(x) = k.

— Savoir-faire 4 : Déterminer la limite d'une suite a l'aide du théoreme du point fixe.

Continuité

Définition Fonction continue
Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
— Soit ae I. On dit que f est continue en a lorsque )lcin}lf(x) = f(a)

— La fonction f est continue sur I si, pour tout réel a€ I, f est continue en a

Remarque
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Graphiguement, on peut dire qu'une fonc-
tion est continue quand sa représentation
graphique se fait en un trait sans lever le
stylo.
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Propriété .
p Fonctions usuelles

— Les fonctions affines, les fonctions polynémes, la fonction racine carrée et la

fonction exponentielle sont continues sur leur ensemble de définition.

— Les sommes, produits, quotients et composées de fonctions continues sont
des fonctions continuessur chacun des intervalles formant leur ensemble de
définition.
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Théoréeme des valeurs intermédiaires

Théoreme Théoréme des valeurs intermédiaires
Soit f une fonction continue sur un intervalle
la; b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),
I'équation f(x) = k admet au moins une solution
dans l'intervalle [a; b]

Remarque

Mise a par leur existence, ce théoréme ne permet pas de connaitre le nombre
de solutions de I'équation f(x) =k

Exercice1 W
On considére la fonction f(x) =3x3—6x+1.
Montrer que que I'équation f(x) =500 admet au moins une solution sur l'intervalle [0 ;10].

Correction
Sur [0; 10] :
— f est continue comme fonction polynomiale.
— fO)=1
— f(10) =2941

Comme 500 € [f(0) ; f(10)], d'apres le théoreme des valeurs intermédiaires, I'équation
f(x) =500 admet au moins une solution.

Théoreme Théoréme de la valeur intermédiaires
Soit f une fonction continue et strictement mo-
notone sur un intervalle [a; b].

Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b),
I'équation f(x) = k admet une unique une solu-
tion dans l'intervalle [a; b].

Exercice 2 W Savoir-faire 1 et savoir-faire 2
On considére la fonction f(x) = e 3% +2,
1. Montrer que que I'équation f(x) =5 admet une unique solution sur l'intervalle [0 ;10].

Correction
Comme f'(x) = —3xe 3¥+2 f' est du signe de —3x sur [0 ; 10] et donc négative
sur cet intervalle.

La fonction f est donc strictement décroissante.
Sur [0; 10] :
— [ est continue et strictement décroissante.

— f(0)=7,4
— f(10)=0
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Comme 5€ [f(10) ; f(0)], 'équation f(x) =5 admet une unique solution sur I'in-
tervalle [0; 10].

2. Déterminer un encadrement de a d'amplitude 1071

Correction

Tableau

Tableau

Résultats exacts O Régler L'intervalle Résultats exacts O Régler l'intervalle

fix)

3 )
7.389056 X début

0 7.389056

[0]

0.3678794 0.1 7.170676
X fin 1
1

4.539893e-5

]

L

2 6.553505
3 1.388794e-11

4

5

6

Pas Q. 5.640654
4.572225
Valider 0.5 3.430343

2.58929

1.853062e-26
1.97926e-32
9.221146e-47

D’aprés le tableau de valeur de la calcultrice, a € 10,3 ; 0,4].

Exercice 3 W Savoir-faire 3

On considere la fonction f définie sur [-10 ; 10], dont le tableau de variations est donné
ci-dessous.

X -10 -5 4 6 10

21 15 20
£ \ / \ /
6 13

1. Déterminer le nombre de solution de I'équation f(x) =12.

Correction

Sur l'intervalle [-10 ; —5], f est continue et strictement décroissante. 12 €

[f(=5) ; f(=10)] donc I'équation f(x) = 12 admet une unique solution sur
l'intervalle [-10; —5].

— Surlintervalle [-5; 4], f est continue et strictement croissante. 12 € [f(=5) ; f(4)]
donc I'équation f(x) =12 admet une unique solution sur l'intervalle [-5 ; 4].

— Sur lintervalle [4 ; 101, f a pour minimum 13, I'équation f(x) = 12 n'admet
donc pas de solution.

e Théoréme de la valeur intermédiaires sur des intervalles ouverts __
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Suite et continuité

Propriété . . .
I Fonction continue et limite

Soient f une fonction continue sur un intervalle I, a un réel appartenant a I et (uy)

une suite a valeursndans 1.
Si (u,) converge vers a, alors la suite (f(uy,)) converge vers f(a).

Remarque

| Onadonc: nlillloof(u”) = f(nEer un)
Exemple

Si f est la fonction définie sur R par f(x) = (x+1)? et (uy) la suite définie, pour tout
1

neN, par u, =2+ ——.
par tn n+1

— Déterminer la limite de f(uy,) quand n tend vers +oo.

Théoreme Théroéme du point fixe

Soient f une fonction définie et continue sur un intervalle I dans lui-méme et (u,,)
la suite définie par un réel ug € I et, pour tout n, uu+1 = f(uy).

Si (uy) converge vers ¢ € I, alors ¢ est solution de I'équation f(x) =

- Remarque

Attention dans ce cas, ¢ n'est pas forcement la seule solution de f(x) =

Exercice 4 W Savoir-faire 4

On considere la suite (u,) définie par ug =4 et, pour tout neN, u, 1 = —
n

Déterminer la fonction f telle que, pour tout n€ N, uu+1 = f(uy)
Correction

Dans ce cas f(x) = ——
F& x+1

Vérifier que si x € [0;6], alors f(x) € [0;6].

Correction

0<x<6
1<x+1
1 1 1 . . , .
—>——2>— carlafonction inverse est décroissante sur [1 ; 7]
1 x+1 7
6 6 6
1 x+1 7

6
>——>=

x+1

Donc si x€ [0; 6], alors f(x)€[0; 6]
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On admet que la suite (u,) converge vers un réel £ € [0 ; 6]. Déterminer la valeur de ¢.

Correction

D'apres le théoreme du point fixe, ¢ est solution de I'équation f(x) = x. x = %
xX(x+1)=6

X+x=6

X +x-6=0

Les deux solutions évidentes de cette équation sont -3 et 2.
Comme -3¢ 1[0; 6], £ =2

Exercice 5 W Savoir-faire 4
On considere la suite (u;) définie par ug =2 et, pour tout n€ N, U up1 = Vun +4.

Déterminer la fonction f telle que, pour tout n € N,u,+1 = f(uy).

Correction
Ici f(x)=vVx+4.

Veérifier que si x € [2;5], alors f(x)€[2; 5].
Correction
Soit :
2<x<5
6<x+4<9
V6<x<+9 car/x estcroissante sur [6 ;9]
2<vV6<x<V9<5
Ainsi pour x € [2;5], alors f(x) € [2; 5].

On admet que la suite (u;) converge vers un réel £ € [2; 5]. Déterminer la valeur de ¢.

Correction
D'aprées le théoreme du point fixe, € est solution de I'équation f(x) = x.
xX=vx+4
X’ =x+4

x?-x-4=0
A=(-1)2+4x1x4

A=17
ll'y a donc 2 solutions :

1+v17
X1 = ~—-1,56

2x(-1)

1-v17
Xp= ———— ~2,56

2x(=1)

. 1-vV17

x1 € [2; 5], on sait donc que ¢ = 5

LPO de Sada - Terminale Mathématiques 5/



2JID|0IS 2IAI| 9] 1 92INOS

¥ =(x)/f uonenba,) x=(x)/ uonenba
e [q ‘D] Insuonnjosaun 3p UOIINJOS 1S3 §
suow neasxa 11 (q)f uouis 4 : axy utod np awaJ0ay|
19 ()£ 2au9 ¥ Inod
SaJlelpaw.au| \_,
SIN3)eA Sap SI01Y
aWa109Yy | _
¥ =(x)f uonenba, ~ -
e[q:p]insuonnos ; 127 = "n"Wi[ 29Ae
anbiun aun aisixa 11 (q)f auolououw (‘n)f ="n1a'n sed
19 ()£ 2a3u9 ¥ Inod UBWLPLIS 1S3 /IS 3IUY3P T 3P SIUBWI)3,p
a)ns aun1sa ('n)Is
[q D] ans ~ <
anunuol 1sa /IS
I SUBp [ JNS dNURUOI 1S3
4 1s sduns xne uonednddy
I NS BNURUOI 33 T NS 4\ ﬂ () nen s aisixe J ]

8]qeALIBP UOIIUO) 3IN0L ;/ ﬁ anbsi0) » us anunuod f




	Continuité

